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Abstrak - Fluida sisko merupakan salah satu fluida 
non-Newtonian yang mempunyai karakteristik bingham 
plastik. Permasalahannya adalah fluida ini tidak dapat 
mengalir tanpa adanya energi panas yang diberikan sebelum 
dialirkan dalam pipa. Pada penelitian ini, dikaji bagaimana 
karakteristik aliran tak tunak dan perpindahan panas fluida 
sisko pada pipa annulus vertikal. Model matematis dari aliran 
fluida sisko dikembangkan dari persamaan kontinuitas, 
momentum, dan persamaan panas. Model yang diperoleh 
berupa Persamaan Differensial Parsial (PDP). Kemudian, 
persamaan tersebut diselesaikan dengan menggunakan 
metode beda hingga implisit Crank-Nicholson. Dari simulasi 
diperoleh bahwa kecepatan fluida sisko lebih kecil daripada 
fluida Newtonian. Tetapi temperatur fluida sisko lebih besar 
daripada fluida Newtonian. Selain itu, semakin besar waktu 
yang diberikan kepada kedua fluida, kecepatannya semakin 
besar dan temperaturnya semakin kecil. Dengan demikian 
terlihat bahwa profil kecepatan dan temperatur fluida sisko 
dipengaruhi oleh besarnya waktu yang diberikan dan nilai 
parameter material, selain itu distribusi temperatur juga 
dipengaruhi oleh bilangan Brinkman.  
Kata kunci — Fluida sisko, Bingham Plastic, Pipa 
Annulus Vertikal, Crank-Nicholson, Bilangan Brinkman.  
 
I. PENDAHULUAN 
luida berbentuk dua jenis, yaitu fluida gas dan fluida 
cair. Sedangkan, Fluida cair sendiri dibagi menjadi 
fluida Newtonian dan fluida non-Newtonian. Dikatakan 
fluida Newtonian, karena karakteristik jenis fluida ini 
menganut hukum-hukum Newton. Seperti contohnya adalah 
air. Sebaliknya, fluida non-Newtonian mempunyai 
karakteristik yang menyimpang dari hukum-hukum 
Newton.Fluida sisko merupakan salah satu jenis fluida non-
Newtonian. Dikatakan menyimpang karena fluida tersebut 
tidak dapat mengalir dalam pipa tanpa adanya energi panas 
yang diberikan pada fluida sisko sebelum dialirkan dalam 
pipa [1].  Sehingga, jenis fluida ini mempunyai karakteristik 
yang sulit untuk diprediksi. Dengan demikian, karakteristik 
fluida seperti ini akan menjadi masalah tersendiri bagi 
kegiatan industri.  
Pada penelitian sebelumnya telah dibahas analisis 
aliran dan perpindahan panas fluida sisko pada keadaaan 
stedi dengan kondisi pipa berbentuk horisontal. Metode 
numerik yang digunakan adalah metode beda hingga 
eksplisit pusat. Berdasarkan simulasi dan visualisasi, 
dihasilkan kecepatan fluida Newtonian lebih besar daripada 
fuida sisko saat    , dan sebaliknya untuk     . 
Temperatur fluida sisko selalu lebih besar daripada fluida 
Newtonian. Selain itu distribusi panas juga dipengaruhi 
oleh bilangan Brinkman. Namun secara nyata aliran fluida 
ini adalah aliran tak tunak yang kecepatannya berubah 
terhadap waktu. Untuk beberapa industri seperti industri 
perminyakan, penyulingan minyak, pengawetan makanan 
dan juga sistem perpipaan pada pembangkit listrik tenaga 
panas bumi menggunakan pipa jenis pipa annulus vertikal 
[2]. 
Berdasarkan uraian dari permasalahan diatas, maka 
pada penelitian ini akan membahas model aliran tak tunak 
dan perpindahan panas fluida sisko pada pipa Annulus 
vertikal. Model matematika diperoleh dari penurunan 
persamaan kontinuitas, momentum, dan energi pada fluida 
secara umum. Selanjutnya, dari model tersebut akan 
diselesaikan secara numerik dengan menggunakan metode 
beda hingga implisit Crank-Nicholson. Karena metode ini 
mempunyai nilai akurasi yang lebih baik dari metode beda 
hingga eksplisit pusat. Penyelesaian numerik yang 
diperoleh kemudian disimulasi menggunakan software  
Matlab. 
 
II. TINJAUAN PUSTAKA 
2.1 Dasar Teori 
2.1.1 Fluida 
Fluida dibagi menjadi 2, yaitu fluida Newtonian dan 
fluida non Newtonian. Fluida sisko merupakan salah satu 
fluida yang termasuk kedalam fluida non Newtonian serta 
masuk kedalam karakterikstik bingham plastic. Dengan 
demikian persamaan tensor tegangan fluida sisko pada pipa 
annulus didefinisikan sebagai [3] : 
 ̿         dengan  
  [   |√
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dengan: 
 ̿ : Tensor tegangan  
  : Tekanan 
  : Tegangan geser pada fluida 
    : Nilai parameter material  
   : Tensor Rivlin-Erickson  
  : Kecepatan 
Berdasarkan pergerakan alirannya, fluida terdiri dari : 
1. Aliran laminar: fluida yang bergerak dalam lapisan – 
lapisan, atau lamina – lamina dengan satu lapisan 
meluncur secara lancar . Suatu aliran dinyatakan 
sebagai aliran laminar jika bilangan Reynolds      . 
2. Aliran turbulen : Aliran dimana pergerakan dari 
partikel – partikel fluida sangat tidak menentu karena 
mengalami percampuran serta putaran partikel antar 
lapisan. Suatu aliran dinyatakan sebagai aliran turbulen 
jika bilangan Reynolds      . 
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2.1.2 Aliran Fluida pada Pipa Annulus 
Pipa anulus adalah pipa luar pembatas fluida. Atau 
dengan kata lain pipa ini adalah pipa yang terdiri dari dua 
silinder tetap yang sepusat dengan panjang  . Koordinat 
yang digunakan adalah koordinat silinder. Diasumsikan 
bahwa dua pipa ini dalam keadaan diam, sehingga tidak ada 
gesekan yang ditimbulkan antar kedua pipa. Aliran fluida 
yang dibahas adalah aliran fluida yang mengalir antara pipa 
dalam dengan jari-jari    dan pipa luar dengan jari-jari  , 
sehingga ada atau tidaknya aliran pipa bagian dalam 
diabaikan. Aliran tersebut mengalir sejajar dengan dinding 
sehingga      dan     .  
 
Gambar 2.1. Bentuk pipa Annulus 
 
2.1.3 Koordinat Polar Silinder 
Dalam koordinat silinder,    adalah jarak radial dari 
sumbu  ,   adalah sudut yang diukur dari sebuah garis 
sejajar dengan sumbu-   (dengan arah yang berlawanan 
perputaran jarum jam dianggap positif), dan   adalah 
koordinat sepanjang sumbu-  . Komponen-komponen 
kecepatan adalah kecepatan radial (  ), kecepatan 
tangensial (  ), dan kecepatan aksial (  ). Jadi, kecepatan 
pada sebuah titik sembarang dapat dinyatakan sebagai [1]. 
     ̂     ̂     ̂ (2.2) 
Dengan  ̂, ̂, dan ̂ masing-masing adalah vektor-
vektor satuan dalam arah     dan  . Operator nabla ( ) jika 
dikenakan pada fungsi skalar disebut gradien dan dalam 
koordinat silinder dinyatakan sebagai berikut : 
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 ̂ (2.3) 
Namun jika dikenakan pada fungsi vektor disebut 
divergensi, dalam koordinat silinder dinyatakan sebagai 
berikut. Jika V adalah vektor : 
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2.1.4 Persamaan Aliran Fluida 
2.1.4.1 Persamaan Kontinuitas 
Fluida disusun oleh molekul-molekul yang 
bertabrakan satu sama lain. Persamaan kontinuitas fluida 
secara umum [4]: 
  
  
   (   )    (2.5) 
dengan: 
  : Kerapatan fluida 
  : Kecepatan  
 
2.1.4.2 Persamaan Momentum 
Laju perubahan momentum dari volume tertutup 
sama dengan jumlah dari gaya yang bekerja pada volume 
tersebut [4]. Persamaan momentum fluida yang digunakan 
adalah [2]: 
 (
  
  
 (   ) )    (   ̿) (2.6) 
dengan: 
  : Body Force (Gaya yang bekerja pada benda) 
 
2.1.4.3 Persamaan Distridusi Panas 
Untuk memperoleh profil distribusi panas pada 
fluida sisko, digunakan persamaan distribusi panas secara 
umum pada benda tiga dimensi [5]: 
   
  
  
   (   )   ̇  (2.7) 
dengan: 
   : Kapasitas panas pada tekanan konstan  
  : konstanta panas 
  : Temperatur fluida 
  : Fluks panas 
 
2.1.5 Metode Beda Hingga Crank-Nicholson 
Metode ini sering digunakan untuk mencari 
penyelesaian dari persamaan diferensial parsial (PDP). 
Indeks subscript pertama sebagai variabel ruang dan 
subscript kedua sebagai variabel waktu. 
 (   )  (       )      
Misalkan diberikan suatu persamaan distribusi panas: 
        (2.8) 
dengan   adalah suatu konstanta. 
Dengan syarat awal : 
 (   )     ,         jika    adalah jari-jari 
silinder dalam dan    adalah jari-jari silinder luar 
dan syarat batas : 
 (   )     ,    jika    adalah konstanta 
Bentuk umum persamaan beda hingga pada titik ke   dan 
    sebagai berikut [6]: 
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Jika    maka diperoleh skema eksplisit  
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Sehingga didapat pendekatan skema Crank-Nicholson : 
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III. ANALISIS DAN PEMBAHASAN 
3.1 Pemodelan Matematika Kecepatan Aliran dan 
Perpindahan Panas Fluida Sisko pada Pipa 
3.1.1 Pemodelan Matematika Kecepatan Aliran 
Fluida Sisko pada Pipa 
Pada penelitian ini didasarkan pada model kecepatan 
aliran fluida tak tunak dan tak mampu mampat dengan 
beberapa asumsi. 
Aliran fluida sisko merupakan aliran tak mampu-
mampat, maka kerapatan fluida konstan, sehingga diperoleh 
persamaan kontinuitas fluida Sisko : 
      (3.1) 
Jika dinyatakan dalam koordinat silinder : 
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Tegangan geser pada fluida sisko adalah 
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 (3.3) 
Sehingga divergensi dari tensor tegangannya menjadi : 
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        (3.4) 
Tekanan pada fluida didefinisikan sebagai [2]: 
        
dengan P adalah tekanan pada batas padat dan   adalah 
grafitasi. 
Misalkan bahwa         (konstanta). 
𝒓 
𝒍 
𝒛 
𝒓𝟎  𝑹 
𝒓𝟏  𝒅𝑹 
𝒈 
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Sehingga didapat persamaan kecepatan aliran fluida 
sisko: 
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3.1.2 Pemodelan Matematika Perpindahan Panas 
Aliran Fluida Sisko pada Pipa 
Persamaan perpindahan panas fluida sisko 
didefinisikan dalam bentuk [3]: 
   
  
  
  ̿          (3.6) 
dengan : 
     adalah kerapatan fluida dan kapasitas panas pada 
tekanan konstan. 
             
Selanjutnya didapat Persamaan perpindahan panas fluida 
sisko: 
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3.2 Model Kecepatan Aliran dan Perpindahan 
Panas Non-Dimensional 
Variabel non-dimensional yang digunakan: 
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Sehingga model kecepatan aliran non-dimensional : 
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Dan Persamaan perpindahan panas fluida sisko menjadi: 
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3.3 Penyelesaian Numerik 
3.3.1 Kondisi Awal dan Kondisi Batas 
Dalam penelitian ini, pipa yang digunakan adalah 
pipa annulus dengan pusat jari-jari sama antara silinder 
dalam dan silinder luar, maka  
Kondisi batas pada kecepatan aliran: 
 (   )   (    )    ,    
dengan kondisi awal :  
 (   )     ,        
Sedangkan kondisi batas pada perpindahan panas. 
 (   )   (    )      ,    
dengan kondisi awal :  
 (   )       ,       
Kondisi batas dan kondisi awal Non-Dimensional : 
Kondisi batas pada kecepatan aliran : 
 (   )   (   )    ,    
dengan kondisi awal : 
 (   )     ,       
kondisi batas pada perpindahan panas : 
 (   )   (   )      ,    
dengan kondisi awal : 
 (   )       ,       
 
3.3.2 Penyelesaian Numerik Kecepatan Aliran 
Model kecepatan aliran pada Persamaan (3.8) 
terdapat parameter material b. Apabila nilai parameter 
material   bernilai 0, maka fluida tersebut adalah fluida 
Newtonian. Fluida sisko adalah fluida dengan nilai 
parameter material b tidak sama dengan 0. Pada penelitian 
ini akan digunakan parameter material           untuk 
fluida sisko pada power index 0 dan   
 
 
     pada power 
index 1. 
Untuk     Persamaan (3.8) menjadi : 
  
  
 
(    )
 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
   
   
 (3.10) 
Fluida sisko hanya mengalir antara pipa dalam dan 
pipa luar. Maka         , dimana    
   
 
, untuk 
pendiskritan sebanyak  . 
 
 
 
 
 
 
Gambar 3.1 Penampang horizontal pipa Annulus 
Misalkan    
  
   
 dan    
 
(     )
. 
Maka selanjutnya didapatkan skema numerik Crank-
Nicholson untuk                 adalah 
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Untuk     Persamaan (3.8) menjadi : 
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Dengan metode Crank-Nicholson, didapat skema numerik: 
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3.3.3 Penyelesaian Numerik Perpindahan Panas 
Sama halnya dengan model kecepatan aliran. Model 
perpindahan panas juga dipengaruhi oleh power index  . 
Sehingga diperoleh model perpindahan panas    : 
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Dan model perpindahan panas    : 
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Untuk    : 
Misalkan    
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Maka selanjutnya didapatkan skema numerik Crank-
Nicholson untuk                 adalah 
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Untuk     : 
Dengan metode Crank-Nicholson, didapat skema numerik: 
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3.4 Simulasi Kecepatan Aliran dan Distribusi 
Temperatur Fluida Sisko pada Pipa 
Berdasarkan persamaan yang sudah didapat, fluida 
Newtonian mempunyai nilai power index     dan    . 
Sedangkan fluida sisko mempunyai nilai power index 
    dan    . 
3.4.1 Simulasi Kecepatan Aliran Fluida Sisko Pada 
Pipa 
Dengan mendifinisikan parameter           
   . Selanjutnya, akan dibandingkan besar kecepatan fluida 
sisko dengan     dan fluida Newtonian dengan   
        pada power index    , serta fluida sisko dengan 
    dan fluida Newtonian dengan   
 
 
     untuk power 
index    . Perbandingan tersebut juga ditunjukkan pada 
variasi waktu, dan jari-jari pipa bagian dalam ( ). 
 
Gambar 3.2 Distribusi kecepatan aliran dengan power index 
              
 
Gambar 3.3 Distribusi kecepatan aliran dengan power index 
              
Berdasarkan Gambar (3.2) dan (3.3), semakin 
besar nilai t, maka kecepatan fluida semakin besar. Hal ini 
disebabkan karena semakin besar nilai t, tegangan geser 
fluida semakin kecil. Pada gambar tersebut, juga terlihat 
bahwa semakin dekat aliran fluida dengan dinding pipa, 
aliran fluida akan semakin menurun. Kondisi ini disebabkan 
karena semakin dekat jarak fluida yang mengalir dengan 
dinding pipa, maka gesekan antar fluida semakin besar. 
Sehingga kecepatan pada dinding pipa sama dengan 0. Pada 
Gambar (3.2) dan (3.3) juga terlihat bahwa semakin besar 
nilai b, besar kecepatan akan semakin kecil. Hal ini 
disebabkan karena besar parameter material b sebanding 
dengan besar tegangan fluida. Sehingga semakin besar nilai 
parameter yang diberikan, tegangan pada fluida akan 
semakin besar, dan pada akhirnya, kecepatan fluida tersebut 
semakin kecil. Dengan demikian, pada power index    , 
kecepatan fluida sisko lebih kecil daripada fluida 
Newtonian. 
 
Gambar 3.4 Distribusi kecepatan aliran dengan power index 
              
Gambar (3.3) dan (3.4), menunjukkan bahwa 
kecepatan aliran juga dipengaruhi oleh panjangnya jari-jari 
antara pipa dalam dan pipa luar. Semakin kecil jarak kedua 
pipa, kecepatan aliran akan semakin kecil. 
Jadi, disimpulkan kecepatan aliran fluida dengan 
power index     dipengaruhi waktu yang ditentukan, 
parameter material dan jarak jari-jari antara kedua pipa. 
Tegangan geser pada suatu fluida mempunyai nilai 
yang sebanding dengan gaya yang bekerja pada fluida 
tersebut. Tetapi, keduanya mempunyai arah yang 
berlawanan.  
Selanjutnya, ditampilkan distribusi kecepatan 
aliran fluida dengan power index     adalah sebagai 
berikut: 
 
Gambar 3.5 Distribusi kecepatan aliran dengan power index 
              
 
Gambar 3.6 Distribusi kecepatan aliran dengan power index 
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Gambar 3.7 Distribusi kecepatan aliran dengan power index 
              
Pada Gambar (3.5) sampai (3.7) menunjukkan 
hasil yang hampir sama dengan power index    . 
Sehingga dapat disimpulkan kecepatan fluida sisko lebih 
kecil daripada fluida Newtonian pada power index     
dan    . 
 
3.4.2 Simulasi Distribusi Temperatur Aliran Fluida 
Sisko Pada Pipa 
Dengan mendifinisikan parameter          , 
dan     . Selanjutnya, akan dibandingkan besar 
distribusi temperatur antara fluida sisko dengan     dan 
fluida Newtonian dengan           untuk power index 
   , serta fluida sisko dengan     dan fluida 
Newtonian dengan   
 
 
      untuk power index    . 
Perbandingkan tersebut juga ditunjukkan pada variasi 
waktu, dan Bilangan Brinkman. 
 
Gambar 3.8 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index              
 
Gambar 3.9 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index              
Pada Gambar (3.9) menunjukkan bahwa besarnya 
gesekan pada fluida mempunyai pengaruh lebih besar dari 
pada besarnya kecepatan aliran tersebut. Gesekan terbesar 
terjadi pada dinding pipa menyebabkan temperatur fluida 
mengalami titik tertinggi. Semakin aliran menjauhi dinding, 
temperaturnya menurun sampai kemudian temperaturnya 
kembali naik. 
Pada Gambar (3.8) dan (3.9), terlihat semakin besar 
nilai t, distribusi temperatur semakin kecil. Dari kedua 
gambar tersebut juga terlihat untuk nilai b yang lebih besar, 
distribusi temperatur pada fluida akan lebih tinggi dari pada 
nilai b yang lebih kecil. Seperti yang sudah dibahas pada 
kecepatan, semakin besar parameter material b, 
menyebabkan tegangan fluida semakin besar. Dengan 
demikian, temperatur fluida juga semakin besar. Sehingga 
dapat disimpulkan temperatur fluida sisko lebih besar dari 
pada fluida Newtonian. 
Gambar (3.10),diberikan nilai bilangan Brinkman yang 
berbeda. Hasilnya menunjukkan bahwa semakin besar 
bilang Brinkman, distribusi temperatur fluida semakin 
kecil.  
 
Gambar 3.10 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index             
Bilangan Brinkmann merupakan salah satu dari 
parameter non-Dimensional, yang mana nilainya 
berbanding terbalik dengan temperatur fluida. 
Jadi, disimpulkan bahwa distribusi temperatur 
aliran fluida sisko dengan power index     dipengaruhi 
oleh waktu yang ditentukan, parameter material dan 
bilangan Brinkman. 
Selanjutnya akan ditampilkan distribusi temperatur 
aliran fluida dengan power index     sebagai berikut: 
 
Gambar 3.11 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index              
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Gambar 3.12 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index              
 
Gambar 3.13 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index               
Berdasarkan Gambar (3.10) dan (3.13), dapat 
disimpulkan bahwa dengan semakin besar bilangan 
Brinkman temperatur fluida sisko lebih kecil. 
Semakin besar nilai t, kecepatan dan temperatur 
kedua fluida semakin stabil. Pada fluida dengan power 
index    , nilai t akan stabil terjadi pada     . Seperti 
pada Gambar (3.14). 
 
Gambar 3.14 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index               
Selanjutnya, untuk fluida dengan power index 
   , nilai t akan stabil ditunjukkan pada Gambar (3.15). 
 
Gambar 3.15 Distribusi temperatur aliran dengan power 
index                
Berdasarkan Gambar (3.15), fluida pada power 
index     mencapai nilai stabil pada      . Nilai t 
stabil yang dimaksud adalah, untuk nilai   yang lebih dari 
nilai   stabil, kecepatan dan temperatur fluida menunjukkan 
hasil yang sama. 
IV. KESIMPULAN  
Berdasarkan pada pembahasan sebelumnya, dapat 
disimpulkan bahwa karakteristik aliran tak tunak fluida 
sisko: 
1. Tegangan geser pada fluida sisko mempunyai pengaruh 
yang sangat besar. Karena tegangan gesernya semakin 
kecil, menyebabkan pada power index     dan 
   , kecepatan fluida sisko lebih kecil daripada 
fluida Newtonian. Sebaliknya, temperatur fluida sisko 
lebih besar daripada fluida Newtonian.  
2. Semakin besar waktu yang diberikan pada kedua power 
index mengakibatkan kecepatannya semakin besar, 
sedangkan temperaturnya semakin kecil. Hal ini juga 
disebabkan karena adanya tegangan geser yang 
semakin lama semakin kecil. 
3. Temperatur fluida juga dipengaruhi oleh bilangan 
Brinkman. Semakin besar bilangan Brinkman, 
temperatur fluida sisko dan Newtonian semakin kecil 
untuk     .  
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